PROFMAT - Exame Nacional de Qualificacao 2012.1

(1)  Um corpo estd contido num ambiente de temperatura
constante. Decorrido o tempo (em minutos), seja D(t) a dife-
renga entre a temperatura do corpo e do ambiente. Segundo a
Lei do Resfriamento de Newton, D(t) é uma func¢io decrescente
de t, com a propriedade de que um decréscimo relativo

D(t) - D(t+h)
D(t)

no intervalo de tempo [t,t + h] depende apenas da duragio h
desse intervalo (mas ndo do momento em que essa observagio
se iniciou). Isto posto, responda a seguinte pergunta:

Num certo dia, a temperatura ambiente era de 30°. A agua, que
fervia a 100° numa panela, cinco minutos depois de apagado o
fogo ficou com a temperatura de 60°. Qual era a temperatura
da 4gua 15 minutos apds apagado o fogo?

(2

(a) Dado um niimero a > 0, quanto medem os lados do retan-
gulo de perimetro minimo cuja area é a?

(b) Justifique matematicamente por que ndo se pode responder
o item (a) se trocarmos “minimo” por “maximo”.

(3) Uma moeda honesta é lancada sucessivas vezes.

(a) Se a moeda for lancada 4 vezes, qual é a probabilidade de
que o numero observado de caras seja impar? E se a moeda
for langada 5 vezes?

(b) Observando o resultado do item (a), formule uma conjec-
tura sobre a probabilidade de se observar um niimero impar
de caras em n lancamentos da moeda.

(c) Demonstre, utilizando indugéo finita, a conjectura do item

(b).

(4) ABCD é um quadrado, M é o ponto médio do lado BC
e N é o ponto médio do lado CD. Os segmentos AM e BN
cortam-se em P.

()M t E—%
a ostre que PN —3

PA
b) Calcul 40 —.
(b) Calcule a razéo M
(c) Se AB =1 calcule a area do quadrilatero PMICN.

Obs: Para mostrar os itens (b) e (¢c) vocé pode usar o resultado do
item (a) mesmo que ndo o tenha demonstrado.
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(5) Na figura abaixo, ABCDEFGH é um cubo de aresta 1.
AE, BF, CG e DH sao arestas e a face ABCD est4 contida em
um plano horizontal TI. Seja T o tetraedro BDEG . Seja X um
ponto da aresta AE (diferente de A e de E ) e IT” 0 plano paralelo
aTl que passa por X. A intersecgdo de IT" com T é o quadrilatero
MNPQ , como mostrado na figura.

(a) Mostre que MNPQ é um retangulo.

(b) Mostre que o perimetro de MNPQ ¢é igual a 2v/2, indepen-
dentemente do ponto X.

(Atengdo: como a folha de questdes ndo sera olhada na corregao,
se usar novos elementos na figura é conveniente explicita-los no
caderno de respostas.)

(6) Um truque de adivinha¢io de nimeros.

(a) Descreva e justifique métodos praticos para obter os restos
da divisdo por 9, 10 e 11, respectivamente, de um nimero
natural escrito no sistema decimal.

(b) Ache as solu¢des minimas de cada uma das seguintes con-
gruéncias:

(i 110y =1 (mod 9)
(i) 99y =1 (mod 10)
(iii) 90y =1 (mod 11)

(c) Um magico pede a sua audiéncia para escolher um nimero
natural M de pelo menos dois algarismos e menor do que
1000, e de lhe revelar apenas os restos 19, 710 € 717 da divi-
sdo de M por 9, 10 e 11, respectivamente (tarefa facil, pelo
item (a)). Sem nenhuma outra informagéo ele consegue
descobrir M. Explique como ele consegue fazer isto.

(d) Supondo que a plateia tenha dado as seguintes informacdes
ao magico: To = 7,119 = 8 e 111 = 9, qual foi o valor de M

que o magico achou? .
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(1)
(a) Prove que, para quaisquer x, Yy, z, a, b, ¢ € R, tem-se

(ax+ by + cz)? < (a? +b% 4+ c2)(x? +y2 + 22).

(b) Excetuando o caso trivial em que a = b = ¢ = 0, mostre
que vale a igualdade se, e somente se, existe m € R tal que
X =ma,y =mbez=mec.

(2

(a) Usando o grafico com o qual se define geometricamente o
logaritmo natural In, mostre que In(1 + x) < x para todo
x > 0, e dai Inx < x.

b) Tomando v/x em vez de x nesta ultima desigualdade, prove
g p
que para todo x suficientemente grande o quociente 1“7"

pode tornar-se tdo pequeno quanto desejemos.

(c) Prove ainda que essa concluséo é valida para logaritmos em
qualquer base > 1.

(3) Uma moeda, com probabilidade 0, 6 de dar cara, é lancada
3 vezes.

(a) Qual é a probabilidade de que sejam observadas duas caras
e uma coroa, em qualquer ordem?

(b) Dado que foram observadas duas caras e uma coroa, qual é
a probabilidade de que tenha dado coroa no primeiro lanca-
mento?

(4) Considere a sequéncia a,, definida como indicado abaixo:

0121
a=1+2
a3 =2+3+4

as=4+5+6+7

(a) Otermo ajp é a soma de 10 inteiros consecutivos. Qual é o
menor e qual é o maior desses inteiros? Calcule ajo.

(b) Forneca uma expressdo geral para o termo dr,.
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(5) Seja ABC um tridngulo equilatero de lado 6 e AD um seg-
mento perpendicular ao plano desse tridngulo de comprimento

8.

(a) Localize o ponto P do espaco que é equidistante dos quatro
pontos A, B, C e D e calcule a distdncia comum R = PA =

PB = PC = PD.
(b) Calcule o cosseno do dngulo entre as retas reversas AC e

BD.

(6) No triangulo ABC assinale o ponto P do lado AC e o

1 2
ponto Q do lado BC de forma que AP = gAC e BQ = gBC.
Seja | o ponto de intersecio de AQ e BP.

4

use semelhanca de tridangulos.

A 3
(a) Mostre que A = —. Sugestdo: Trace QL paralelo a BP e
q ] g p

(b) Calcule a razao }—P

(c) Decida se a area do triAngulo BPQ é maior do que, menor
do que ou igual & metade da area do tridngulo ABC.

o)

(a) Mostre que nenhum nimero natural da forma 4n + 3 pode
ser escrito como o quadrado ou a soma de dois quadrados
de nimeros naturais.

(b) Mostre que nenhum numero a da forma 11...1 (n digitos
iguaisa 1, > 1) é o quadrado ou a soma de dois quadrados
de nimeros naturais.

(8) Considere o sistema de congruéncias:

{x =c¢7 (modmnq)

x=c; (modny)

Denotamos como de costume o mdc e o mmc de nj e ny por
(11, n2) e [ng, ny], respectivamente.

(a) Mostre que se a é solugiio do sistema, entdo a’ é também
solucio se, e somente se, a = a’ (mod [ny,ny]).

(b) Mostre que o sistema admite solucéo se, e somente se, c; =
¢1 (mod (ny,mnz)).

(c) Dadas as progressdes aritméticas (a,, ) de primeiro termo 5
e razdo 14 e (b;) de primeiro termo 12 e razdo 21, mostre
que elas possuem termos comuns (isto é, existem 1 e s tais
que a, = bs). Mostre que esses termos comuns formam

uma PA e determine seu primeiro termo e sua razio.
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(1) No octaedro regular duas faces opostas sdo paralelas. Em
um octaedro regular de aresta a, calcule a distincia entre duas
faces opostas.

4%7 ¢

Obs: no seu calculo, vocé pode afirmar as propriedades que estd
utilizando sem precisar demonstra-las, mas deve descrevé-las de-
talhadamente.

(2) A figura abaixo mostra uma folha de papel retangular
ABCD com AB = 25 cm e BC = 20 cm. Foi feita uma do-
bra no segmento AE de forma que o vértice B coincidiu com o
ponto P do lado CD do retangulo.

D P C

A B

(a) Calcule o comprimento do segmento DP.
(b) Calcule a razdo entre as areas dos tridngulos ADP e PCE.

(c) Calcule o comprimento do segmento AE.

(3) Em uma caixa ha trés dados aparentemente idénticos. En-
tretanto, apenas dois deles sdo normais, enquanto o terceiro tem
trés faces 1 e trés faces 6. Um dado é retirado ao acaso da caixa
e langado duas vezes.

Se a soma dos resultados obtidos for igual a 7, qual é a proba-
bilidade condicional de que o dado sorteado tenha sido um dos
dados normais?
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(4) A linha poligonal da figura comeca na origem e passa por
todos os pontos de coordenadas inteiras do plano cartesiano.

(a) Sejan um numero inteiro ndo negativo. Mostre que o com-
primento c¢(n) da linha poligonal da origem até o ponto
(n,m) é igual a 4n?.

(b) Qual é o comprimento da linha poligonal entre os pontos
(7,10) e (11,-20)?

(5) Um corpo estd impregnado de uma substéincia radioativa
cuja meia-vida é um ano. Quanto tempo levara para que sua
radioatividade se reduza a 10% do que é?

(6) Qual é o menor valor da expressdo \/1 6x/y+ \/y/(81x)
quando x e Y sdo numeros reais positivos quaisquer? Justifique
sua resposta.

(7)  Mostre que, para todo n. € N, é inteiro o nimero

Tl B
7V st T3

(8) Um numero natural m é dito um quadrado se existe a € N

tal que m = a?.

(a) Mostre que o algarismo das unidades (na base 10) de um
q g
quadrado s6 pode ser um dos seguintes: 0, 1,4, 5, 6 ou 9.

(b) Mostre que todo quadrado é da forma 4n ou 4n + 1.

(c) Mostre que nenhum numero que escrito na base 10 tem
a forma m = dd...d (todos os algarismos iguais), com
m>10ed €{1,2,3,4,5,6,7, 8,9}, é um quadrado.

\
e
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(1) E dado um retangulo ABCD tal que em seu interior es-
tdo duas circunferéncias tangentes exteriormente no ponto T,
como mostra a figura abaixo. Uma delas é tangente aos lados

AB e AD e a outra é tangente aos lados CB e CD.

D \C
N B

(a) Mostre que a soma dos raios dessas circunferéncias é cons-
tante (s6 depende das medidas dos lados do retangulo).

(b) Mostre que o ponto T pertence a diagonal AC do retangulo.

(2) O poliedro representado na figura abaixo é tal que:
(i) ha exatamente um plano de simetria;

(ii) em cada vértice, os planos das faces que se tocam sio per-
pendiculares dois a dois, sendo possivel decompor o sélido
em trés paralelepipedos;

(iii) as dimensdes nunca ultrapassam 19;

(iv) os comprimentos das arestas sdo inteiros maiores do que

1;

(v) ovolume é igual a 1995.

(a) Descreva o plano de simetria do poliedro.

(b) Encontre os valores de x, y e z.
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(3) Oobjetivo desta questio é demonstrar que a fungédo f(x) =
cos v/x, x > 0, ndo é periddica, ou seja, ndo existe nenhum na-
mero real positivo T tal que cosyv/x + T = cosy/x, para todo
x = 0.

(a) Encontre todos os valores de T > 0 para os quais f(T) =
f(0) e, a seguir, encontre todos os valores de T > 0 para os
quais f(T) = f(2T).

(b) Use o item (a) para mostrar que f(x) néo é periodica.

(4) A derivada de um polinémio p(x) = apx™ +an_1x™" +
...+ a1x + ap é, por definicéo, o polindmio

p'(x) =nanx™ + (n-Nanx™2 + ...+ 2a,x + a;.
Admita a regra da derivada do produto:

(P-@)’'(x) =p'(x).q(x) + p(x).q"(x)

e prove que a € R cumpre p(a) = p’(a) = 0 se, e somente se,
p(x) = (x-a)?s(x) para algum polinémio s(x).

()

(a) Maria tem 10 anéis idénticos e quer distribui-los pelos 10 de-
dos de suas méos. De quantas maneiras diferentes ela pode
fazer isto? Suponha que é possivel colocar todos os anéis
em qualquer um dos dedos.

(b) Suponha agora que os 10 anéis sejam todos distintos. De
quantas maneiras Maria pode distribui-los em seus dedos?
Aqui também, suponha que é possivel colocar todos os anéis
em qualquer um dos dedos e que a ordem dos anéis nos de-
dos é relevante.

(6) Uma sequéncia (a,) étalquea; =1e

ay+az+...+an
n+1

ani1 = paratodon > 1.

Mostre que os valores de a,,, paran > 2, sdo todos iguais.
(7) Sejan € N ={1,2,3,...} e considere os conjuntos:
n
A={deNd|n} e B:{E;CEA}.
Denotemos por S(n) a soma dos divisores naturais de n e por

S*(n) a soma dos seus inversos.

S
(a) Mostre que A = B e com isto conclua que $*(n) = (Tn)

(b) Mostre que n é um nuamero perfeito se, e somente se,
S*(n) = 2.

(8) Mostre que se p é primo, p > 3, entio p? deixa resto 1 na

divisao por 24. .
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(1) Considere um tridngulo equilatero de lado 3 e seja A4
sua area. Ao ligar os pontos médios de cada lado, obtemos um
segundo tridngulo equilatero de area A, inscrito no primeiro.
Para este segundo tridngulo equilatero, ligamos os pontos mé-
dios de seus lados e obtemos um terceiro tridngulo equilatero de
area A3z inscrito no segundo e assim sucessivamente, gerando
uma sequéncia de areas (An,),n=1,2,3,...

Usando o Principio de Inducfo Finita, mostre que a férmula
A, = 4‘{? é verdadeira para todo n > 1 natural.

(2) Asequéncia (an),n > 0, é definida da seguinte maneira:

«ayo=4%
. a-|:6
a
capip=——mn>1
an—1

(a) Encontre ay.

(b) Encontre a soma dos primeiros 2013 termos da sequéncia.

(3) Um cone de revolugio tem altura x e esta circunscrito a
uma esfera de raio 1. Calcule o volume desse cone em funcdo
de x.

(4) Na figura, temos um tridngulo equilitero ABC e um se-
gundo tridngulo PQR cujos lados RP, PQ, QR sdo, respecti-
vamente, perpendiculares aos lados AB, BC, AC do tridngulo
ABC.

C

A P B
(a) Mostre que o tridngulo PQR é equilatero. Conclua que
AP =BQ =CR.

(b) Se o tridngulo ABC tem area 1, encontre a area do tridngulo
PQR.
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(5) Sejam f:R — R uma funcéo periddica e g : R — R uma
funcido qualquer.

(a) A funcdo composta g o f é necessariamente periédica? Em
caso afirmativo, demonstre; em caso negativo, apresente um
contra-exemplo.

(b) A funcdo composta f o g é necessariamente peridédica? Em
caso afirmativo, demonstre; em caso negativo, apresente um
contra-exemplo.

(6) Considere a equacio:

2

x— =
3

(a) Quais sdo as raizes dessa equacdo? Explique detalhada-
mente como as encontrou.

1
E\xl-lx—3l:2

(b) Esboce, em um mesmo plano cartesiano, os graficos das fun-

X — —

2

€ marque as

1
coes f(x) = §|X| x—3leg(x) =2

raizes que vocé encontrou no item (a).

(7) Determine todos os inteiros X que sdo solucdes da con-
gruéncia

XY 4 X4 X"?2-2X=0 (mod?7)

(8) Encontre o menor natural k, k > 2008, tal que 1+ 2 +
...+ k seja um multiplo de 13. Justifique sua resposta.

\
e
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(1) O maximo divisor comum de dois inteiros positivos é 20.
Para se chegar a esse resultado pelo processo das divisdes su-
cessivas, os quocientes encontrados foram, pela ordem, 1, 5, 3,
3, 1 e 3. Encontre os dois nameros.

(2) Dado um poligono regular convexo de n lados inscrito em
um circulo de raio R, seja £;; o comprimento dos lados e seja a,,
a distancia do centro do circulo aos lados do poligono (a,, é o
apotema do poligono).

(a) Calcule £1, e aj2 em fungio de R.
(b) Use o item (a) para obter o valor de tg 75°.
(3) Um quadrilatero tem os seus vértices sobre cada um dos

lados de um quadrado, cujo lado tem medida 1. Sabendo que as
medidas dos lados desse quadrilatero séo a, b, c e d, prove que

2<a?+b2+cr+a? <4

(4) De uma caixa contendo 50 bolas numeradas de 1 a 50
retiram-se duas bolas, sem reposicdo. Determine a probabili-
dade de:

(a) onumero da primeira bola ser divisivel por 3 e o nimero da
segunda bola ser divisivel por 5.

(b) o numero da primeira bola ser divisivel por 4 ou o nimero
da segunda bola ser divisivel por 6.

(5) Para todo n inteiro positivo, seja

1 1 1
Ho =14 - 4+ — 4+ 0o —
=l gt
Prove, por inducdo emn, quen+H; +...H,,—1 = nH,,, para
todon > 2.
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(6) Considere o prisma ABCDEF de bases triangulares da fi-
gura.

(a) Mostre que os tetraedros ABCE e CDEF tém o mesmo vo-
lume.

(b) Mostre também que os tetraedros CDEF e ACDE tém o
mesmo volume e conclua que o volume de um tetraedro é
a terca parte do produto da area da base pela altura.

Informacao: Assuma o fato de que dois tetraedros com bases
de mesma area e alturas congruentes tém volumes iguais.

(7) Mostre que a’ = a (mod 21), para todo inteiro a.
(8) Sejamf:X — Yeg:Y — Xduas fungdes. Prove que:
(a) se g o f é injetiva, entdo f é injetiva.

(b) se f o g é sobrejetiva, entdo f é sobrejetiva.

\
P
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(1) Sejam aq, b, p inteiros, com p primo. Demonstre que:
(a) se p néo divide a, entdo (p,a) =1

(b) sep | ab,entdop|aoup|b.

(2) Duas sequéncias de numeros reais x,, € Y estdo relacio-
nadas pelas recorréncias

Xn+1 = zxn + Yn, Ynt+1 = 5xn - zyn

(a) Mostre que a sequéncia x,, satisfaz a recorréncia X, 12 =
9% .

(b) Suponha xp =yo = 1. Encontre as férmulas gerais para as
sequéncias X, e Y em funcio de n.

(3) Considere o triangulo ABC de lados a, b, ¢ e alturas h,
hyp e h, relativas respectivamente aos lados a, b e c. Prove que

1 1 1
ABC é semelhante a um triangulo de lados he e e ho
(4) Sejam x e y dois numeros racionais com x < Y.

Xty <yequex<x—§—y_X <y
2 V2 ’
b) Mostre que entre dois nimeros racionais quaisquer existe
q quaisq
pelo menos um ndmero racional e um irracional.

(a) Prove que x <
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(5) Em uma cesta contendo ovos, na contagem de dois em
dois, de trés em trés, de quatro em quatro e de cinco em cinco,
sobram 1, 2, 3 e 4 ovos, respectivamente. Qual é a menor quan-
tidade de ovos que a cesta pode ter?

(6) Um professor do Ensino Médio propds a seguinte questao:
“Dada a sequéncia 1,4, 9, 16, ..., determine o quinto termo”.

Um aluno achou um resultado diferente de 25, que era a res-
posta esperada pelo professor. Ele obteve um polindmio P(x)
satisfazendo cinco condi¢des: P(1) = 1, P(2) = 4, P(3) = 9,
P(4) = 16 e P(5) # 25. Encontre um polinémio P(x) satisfa-
zendo as condi¢des acima e tal que P(5) = 36.

Sugestdo: Analise o polindmio Q(x) = P(x)-x?.

(7) Considere um cubo de aresta a. A partir de um vértice,
e sobre as trés arestas que nele concorrem, sio assinalados os
pontos que distam 5 deste vértice. Os trés pontos assim obti-
dos, junto com o vértice do cubo, sdo vértices de um tetraedro.
Repetindo o processo para cada vértice, e retirando-se do cubo
os oito tetraedros assim formados, obtém-se o poliedro P res-
tante. Calcule a 4rea total de P.

(8) Considere que foram efetuadas todas as permutacdes pos-
siveis dos algarismos que compdem o nimero 78523, listando os
numeros obtidos em ordem crescente.

(a) Determine a posi¢éo ocupada pelo nimero 78523.

(b) Calcule a soma de todos os numeros listados.

\
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(1

(a) Mostre que se x e y sdo niimeros irracionais tais que X~ —y
seja racional ndo nulo, entdo x + Yy e x —y sdo ambos irra-
cionais.

2 2

(b) Sabendo que a raiz quadrada de um ntimero primo é irracio-
nal, prove que se p e ¢ sdo primos distintos, entdo /p+./q
e /P — +/q sdo nimeros irracionais.

(2)
(a) Sabendo que

sena +senb = 2sen (a—;—b) cos (a—b))

2
prove que se x, y € (0,71) e x # Yy, entdo

senx + seny < 2sen <X+2y> .

(b) Use o resultado do item (a) para resolver a equagio

2
\/sen(2x) sen /x = sen (XJFZ\/)?) , 0<x < g

(3) Considere o conjunto de todos os numeros naturais com
quatro algarismos tais que os algarismos lidos da esquerda para
a direita estdo em ordem estritamente decrescente.

(a) Quantos elementos possui tal conjunto?

(b) Se escrevermos tais niimeros em ordem crescente, que nu-
mero ocupa a 109 posicao?
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(4) Asdiagonais AD e CE do pentagono regular ABCDE de
Eos de medida a, intersectam-se no ponto P. Determine AP e
PD em funcéo de a.

D

A B

(5)  Um cubo de 20 cm de aresta, apoiado em um piso hori-
zontal e com a parte superior aberta, contém agua ata a altura
de 15 cm. Colocando uma pirdmide regular de base quadrada
sélida de altura 30 cm com a base apoiada no fundo do cubo, o
nivel da agua atinge a altura maxima do cubo, sem derramar.

(a) Qual o volume do tronco de pirdmide submerso?
(b) Qual o volume da pirdmide?
(6) Sejam a, b e c inteiros tais que a3+ b3 4¢3 é divisivel por

9. Mostre que pelo menos um dos inteiros a, b ou c é divisivel
por 3.

(7

(a) Considere um conjunto formado por 11 nimeros inteiros
positivos diferentes, menores do que 21. Prove que podemos
escolher dois desses nimeros tais que um divide o outro.

(b) Exiba um conjunto com 10 ntimeros inteiros positivos, me-
nores do que 21, tais que nenhum deles é multiplo de outro.

(8) Considere o seguinte sistema de congruéncias

1 (mod 9)
5 (mod 7)
3  (mod5)

X
X
X

(a) Encontre o menor nimero natural que satisfaz o sistema.

(b) Alguma solugio do sistema é solucdo da congruéncia X =

926 (mod 3)?

\
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(1) Determine TODOS os valores possiveis para os algaris-
mos X, Y, z e t de modo que os niimeros abaixo, representados
na base 10, tenham a propriedade mencionada:

(a) 3x90586y é divisivel por 60.
(b) 72241t é divisivel por 99.

(2) A altura CH e a mediana BK sdo tracadas em um trian-
gulo acutangulo ABC. Sabendo que BK = CH e KBC = HCB
, prove que o triangulo ABC é equilatero.

(3)

a) Calcule o resto da divisdo de 28237 por 13.

(a) P

(b) Determine o algarismo das unidades do numero 7(71°%),

4)

(a) Prove a desigualdade de Bernoulli:
Sex € R, x > —1 entdo (1 +x)™ > 1+ nx, para todo
n>1.

N 1\n, .
(b) Prove que a sequéncia a,, = (1 + H) é crescente, ou seja,
que an < Any1,paratodon > 1.

i Gy _ (n42) [(n+1)2-17"
M = '
Sugestdo: Mostre que a { (m+1)2

use o item (a).

(5) Seja f(x) = ax? + bx + ¢ uma funcio quadratica com
a>0eA=Db%-4ac > 0. Considere o tridngulo ABV', onde A
e B sdo os pontos de intersecdo da parabola correspondente ao
grafico de f com o eixo das abcissas e V é o vértice da parabola.

——  JAA+4
(a) Mostre que BV = %

(b) Mostre que o tridngulo ABV ¢é equilatero se, e somente se,

A=12

www.cadernosdematematica.com.br

(6) No paralelepipedo reto retangulo da figura seguinte, cal-
cule a distancia do vértice C ao segmento AM, sendo M o ponto
médio de CE.

(7) Determine todos os valores de x € R tais que (1 —

cosZ x)es(3x—%) = 1,

(8) Sera formada uma fila com h homens e m mulheres, onde
h>22em>1.

(a) Quantas filas distintas poderao ser formadas, tendo um ho-
mem no final da fila?

(b) Qual a probabilidade de uma das filas do item (a) ter um ho-
mem na primeira posi¢do da fila?

\
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(1

(a) Sejaxp,yo uma solugio da equacdo diofantina aX+bY =c,
onde a, b sdo inteiros néo nulos e (a,b) = 1. Prove que as
solucdes x, y em Z da equacdo sdo x = xo+tbey = yo—ta,
comt € Z.

(b) Encontre TODAS as soluc¢des em N U {0} da equagéo 7X +
19Y = 781.

(2) Dados dois segmentos de medidas distintas a e b, descreva
como construir, com régua e compasso, segmentos de medidas

b
a—; e v ab.

Observacao: Considere conhecida a construgio de perpendi-
culares.

3

(@) Sejap(X) = anX™ +an 1 X"+ +arX2+ a1 X+ ap
um polinémio com coeficientes inteiros. Se a fracéo irredu-

tivel ¢, com a e b inteiros, é raiz de p(X), mostre que a é

divisor de ag e b é divisor de a,.

(b) Encontre todas as raizes reais do polinémio

p(X) =2X* 4 x3 —7X? —3X + 3.

(4) A sequéncia (a,) satisfaz as seguintes condi¢des:

1
e Ay = =

2
n
. Z a; = nzan, paramn > 2.
i=1
(a) Determine ay, az e ag.

(b) Conjecture uma expressao para o termo geral a,, em funcéo
de n.

(c) Prove, por inducdo em n, a formula obtida no item (b).

(5) Se p é um namero natural primo, mostre que 2(P+! )’ =

256 (mod p).
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(6) Sejaf: [a,b] — [f(a),f(b)] uma fun¢io bijetiva, onde
[a,b] e [f(a), f(b)] sdo intervalos de niimeros reais. Considere
ainda x1, x2 € [a, b] e y1, y2 nimeros reais positivos. Mostre
que existe um unico ¢ € [a, b] tal que

f(x1)yr + f(x2)y2 = f(c)(yr +y2).

(7) Um cubo esta pendurado por um de seus vértices, de forma
que a corda que o sustenta é colinear a uma das diagonais do
cubo, como mostra a figura.

Determine o cosseno do dngulo entre a corda e uma das arestas
do cubo que lhe sdo adjacentes, representado na figura.

(8) Considere os pontos A, B, C, D, E e F de um cubo distri-

buidos como na figura abaixo.

F

=

Determine a probabilidade de,

(a) escolhidos ao acaso 3 pontos distintos dentre os 6 dados, eles
determinarem um unico plano.

(b) escolhidos ao acaso 4 pontos distintos dentre os 6 dados, eles
serem coplanares.

\
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(1) A secretaria de educagdo de um municipio recebeu uma
certa quantidade de livros para distribuir entre as escolas do mu-
nicipio. Sabe-se que a quantidade é superior a 1000, inferior a
2000, que se dividi-los entre 7 escolas sobram 4, entre 9 sobram
2 e entre 13 sobram 6. Encontre a quantidade de livros.

(2) O cone da figura seguinte tem 3 cm de raio e 4 cm de al-
tura, sendo d a distincia do vértice a um plano «, paralelo a
base.

Determine d de modo que as duas partes do cone separadas pelo
plano « tenham volumes iguais.

(3) Sejam x e Yy numeros reais positivos tais que x +y = 1.

1 1
Prove que (1 + > <1 + ) > 9.
X Yy

@
(@) Sejaf: R — R, f(x) = ax+ b. Se f(k) € Z para todo

k € Z, mostre que a e b sdo inteiros.

(b) Sejaf:R — R, f(x) = ax? +bx+c. Se f(k) € Z para todo
k € Z, podemos afirmar que a, b e c sdo todos inteiros?
Justifique a sua resposta.
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(5) Sejam ABCD um quadrado de lado 1 (uma unidade), M
o ponto médio de AB, N o ponto médio de BC e I a intersecio
de DN e CM. Calcule a area do tridngulo NIC.

C N B

D A

(6) De quantas maneiras distintas podemos escolher trés na-
meros distintos do conjunto I5o0 = {x € N: 1 < x < 40} de
modo que sua soma seja:

(a) um nimero impar?

(b) um multiplo de 3?

(7) Mostre que, para todo numero natural n > 1, o resto da
divisdo do polindmio x2™ + x + 1 por x> — 1 é igual a x + 2.
(8) Dadosa,n € N, com a > 2 impar, mostre que:

(a) se % é par entdo a é da forma 4k + 1 ou n é par.

"1

(b) se a é da forma 4k + 1 oun ¢é par, entdo “—— é par.

\
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(1) Determine as equacdes das duas retas tangentes a para-
bola de equacioy = x?—2x+4 que passam pelo ponto (2, —5).

(2) Descreva a construcéo, com régua e compasso, do circulo
tangente a reta r e contendo os pontos A e B da figura abaixo.

Observacao: Considere conhecidas as construcdes, com régua
e compasso, da mediatriz de um segmento, da média geométrica
de dois segmentos e da perpendicular a um segmento passando
por um ponto dado. Estas construcdes podem ser utilizadas sem
maiores detalhamentos.

3

(a) Prove que um nimero inteiro positivo n possui uma quan-
tidade impar de divisores positivos se, e somente se, ¢ um
quadrado perfeito.

(b) Sejam a e b numeros inteiros positivos com (a,b) = 1.
Prove que, se ab é um quadrado perfeito, entdo a e b sio
quadrados perfeitos.

(4) Uma permutagio de n elementos é dita cadtica quando
nenhum elemento estd na posicdo original. Por exem-
plo, (2,1,4,5,3) e (3,4,5,2,1) sdo permutacdes cadticas de
(1,2,3,4,5), mas (3,2,4,5,1) ndo é, pois 2 esta no lugar ori-
ginal. O nimero de permutacdes cadticas de . elementos é de-
notado por D,.

(a) Determine D4 listando todas as permutages cadticas de
(1,2,3,4).

(b) Quantas sdo as permutacdes de (1,2,3,4,5,6,7) que tém
exatamente trés numeros em suas posicoes original?
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(5) Umtetraedro ABCD possui como base o tridngulo equila-
teroiCD, cujos 1@ tém medidaAl. Suas faces lateArais sdo tais
que AB=AC =AD =1, com BAC = CAD =BAD = «.

A

(a) Expresse L em funcéo de o

(b) Determine, em funcéo de «, a medida da altura deste tetra-
edro tragada a partir de A.

(6)

(a) Prove arelacdo de Stifel: para todos n e p inteiros positivos
comn = p
+1 _ +1
Chli=Ch' +Ch.

(b) Considere a sequéncia de nimeros inteiros

aj :C%,
an=C3+--4+CZ ;,n=>2
Mostre que an, = C3 5.

(7) Uma funcdo f é dita crescente em X C R se, para todos
X1,X2 € X com X7 < X2, tem-se f(x7) < f(x2). Sabendo que
as fungdes g(x) = x e h(x) = b* sdo crescentes em [0, +00)
paraaebreaiscoma>0eb > 1,

x24+1

(a) prove que a funcédo F(x) = (1 + €*) é crescente em

[0, +-00);
(b) encontre as solu¢des ndo negativas da equacdo (1 +
eX)X2+1 =2.
(6))

(a) Sejam a, b, m nimeros inteiros, com m > 1 e tais que
(a, m) = 1. Prove que a congruéncia ax = 1 mod m possui
solucdo. Além disso, mostre que se x1, X2 € Z séo solucdes
da congruéncia, entdo x; = x2 mod m.

(b) Resolva a congruéncia 13x =1 (mod 2436).

\
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(1) Encontre as medidas dos lados e angulos de dois tridngu-
los ABC diferentes tais que AC =1,BC =+v3eABC = 30°

(2) Sejam a, b e ¢ numeros reais com a # 0. Considere a
funcéo
f: R — R definida pela expressio f(x) = ax® + bx + c.

(a) Escreva a expressio de f na forma f(x) = a(x —m)? + k.

(b) Utilizando o item anterior, prove que, se b2-4ac > 0, as
raizes da equacio ax? + bx + ¢ = 0, sdo dadas por

_ —b++vb?—4ac —b — Vb2 —4ac
N 2a 2a ’

T

T =

(3) Considere as sequéncias pn € (n definidas recursiva-
mente por
dqn+1 = anCIm

P1=q1 =1, Pn+1 =P121+2q12u

param > 1.
(a) Prove que p2 —2q2% =1, paran > 2.

(b) Use o item (a) para concluir que as fragdes Pn sdo irreduti-
n
veis para todon > 2.

(4) Uma técnica simples para calcular o quadrado de um nu-
mero natural N, representado no sistema decimal, cujo alga-
rismo das unidades é igual a 5 é a seguinte:

(i) O algarismo das dezenas de N? sera 2 e o das unidades sera
5, ou seja, N? “termina” em 25.

(ii) Para determinar os algarismos antecedentes a 25 em N2,
considere o nimero a obtido pela retirada do algarismo 5
(algarismo das unidades) do nimero N que se quer elevar
ao quadrado e multiplique pelo seu sucessor a + 1. Assim,
os algarismos do nimero a X (a + 1) serdo os algarismos
que antecedem o 25.

Por exemplo: 352 = 1225, pois 3 x4 = 12; 1952 = 38025, pois
19 x 20 = 380.

(a) Use a técnica acima para calcular 7052 e 99952,

(b) Prove a validade desse resultado.
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(5)  Um cubo de aresta de medida 3 é intersectado por um
plano, determinando o triangulo DPQ, como mostra a figura
a seguir: Sabe-se que AP = AQ = 2.

(a) Calcule a area do triangulo DPQ.

(b) Determine a distancia do vértice A do cubo ao plano que
contém o tridangulo DPQ.

(6) Sejam a, b numeros inteiros e p um numero primo. Prove

que:

(a) sep|aP —bP,entiop |a—Db.

(b) sep | aP — bP, entdo p? | a? — bP.

(7) Resolva a equacdo de recorréncia Fy2 —Fnp1 —Fn =0

M>0),Fp=0F =1.

(8) Considere a funcio real definida por f(x) = v/3sen(x) +
cos(x).

(a) Determine « € [0, 271] para que f possa ser escrita na forma
f(x) = 2sen(x + ).

(b) Resolva, em R, a equaciio v/3 sen(x) + cos(x) = 2.

\
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(1) Isétopos radioativos de um elemento quimico estdo su-
jeitos a um processo de decaimento radioativo. Com o passar
do tempo, uma amostra de tais isotopos vai se desintegrando,
isto é, emitindo radiacdo e se transformando em uma amostra
de atomos mais estaveis. Sabe-se que este decaimento é de tipo
exponencial, isto é, denotando por m(t) a massa de um deter-
minado is6topo radioativo no instante t, tem-se

m(t) = mp - bt,

para algum 0 < b < 1, mp > 0 a massa inicial. A meia
vida deste is6topo, denotada T, é o tempo necessario para que a
massa se reduza a metade de seu valor inicial.

(a) Determine b em funcido de T

(b) Determine, em funcéo de T, o tempo necessario para que m
se reduza a um terco de seu valor inicial.

(2) O objetivo deste problema é encontrar o numero natural
x, menor do que 1700 e que deixe restos 2, 2, 1 e 0 quando divi-
dido por 5, 6, 7 e 11, respectivamente. Para tanto, faca os itens
a seguir:

(a) Escreva um sistema de congruéncias que tenha x como uma
solucéo.

(b) Determine a solucéo geral do sistema do item (a).

(c) A partir da solucéo geral do sistema, calcule o valor de x.

(3) Dadas duas retas reversas 1 e s no espaco, definimos o an-
gulo entre T e s como sendo o menor 4ngulo entre T e s’, onde s’
é qualquer reta paralela a s e concorrente com 1. Pode-se pro-
var que este angulo ndo depende da reta s’ escolhida. Na figura
abaixo, as retas reversas T e s sdo suporte, respectivamente, de
uma diagonal do cubo e de uma diagonal de uma de suas faces.

Calcule, de acordo com a defini¢do acima, o cosseno do angulo
entreres.
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(4) Sejam (a;, ) uma progressio aritmética e (b, ) a sequéncia
definida por b,, = aﬁﬂ — a2, para todo . > 1. Mostre que
(by) é uma progresséo aritmética e calcule o primeiro termo e a
razdo de (by,) em fung¢io do primeiro termo e da razdo de (a, ).

()

(a) Qual a probabilidade de duas pessoas escolhidas ao acaso
terem nascido no mesmo dia da semana?

(b) Em um grupo de 1 pessoas (2 < v < 7), qual a probabili-
dade de haver pelo menos duas delas que tenham nascido
no mesmo dia da semana?

Observacao: Suponha que a probabilidade de uma pessoa nas-
cer em determinado dia da semana seja igual a 1/7.

(6) Paracadan > 0 inteiro considere o numero C(n) obtido
pela concatenacédo das poténcias de 2, com expoentes de O até
N, conforme exemplificado na tabela abaixo:

n 0 1 2 3 4 5
C(n) | 1| 12 | 124 | 1248 | 124816 | 12481632

Mostre, por inducio, que C(n) é divisivel por 2™ para todo
n > 0.

(7) Seja ABC um tridngulo. Se P é o pé da bissetriz interna
relativa ao lado BC, prove o Teorema da Bissetriz Interna ,
isto é, que

Sl
AlS

(®)

(a) Escreva cos(3x) em termos de cos(x).

, . . ; T .
(b) Mostre que, se um numero racional irredutivel — (r e s in-

teiros nio nulos primos entre si) é raiz de um polindémio
P(X) = anX™ + an X"+ +arX + ao
de coeficientes inteiros, entdo s divide a,, e r divide ay.

(c) Use os itens acima para mostrar que cos(20°) é um numero
irracional.

\
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(1

(a) Sejam a,ben € Z, comn > 0. Mostre que a + b |
aZn _ bZn.

(b) Para quais valores de a € NU{0} tem-se que a+2 | a® +2.

(2) Dados trés pontos A, B e C nio colineares, faca o que
se pede tendo em vista que este é um problema de Geometria
Plana.

(a) Descreva os passos de construcdo necessarios para obter,
utilizando régua e compasso, as duas retas T e s que con-
tém C, tais que 1 equidista de A e B, e s equidista de A e
B.

(b) Justifique a construgio anterior, isto é, explique por que os
passos de construcdo descritos no item fornecem realmente
as retas procuradas.

Observacao: Considere conhecidas as construgio, com régua e
compasso, da mediatriz de um segmento e da paralela a um seg-
mento passando por um ponto dado. Estas constru¢do podem
ser utilizadas sem maiores detalhamentos.

3

(a) SeT,s et sdo as raizes da equagio x> + ax? +bx +c =0,
mostrequeT+s+t=-a,rs+rt+st=berst=-c.

(b) Ser, s et sdo as raizes da equacdo x> — 4x? +5x + 6 = 0,
calcule o valor de 12 + s% + t2.

(4) Considere as fungdes f : [-1,1] — Reg: R — R
definidas pelas expressoes abaixo:

1 1
f(t)Z*t2+t\/§+§ e g(X)Z\/gsenerEcos(Zx).

(a) Encontre os valores maximo e minimo de f e os valores reais
t em que f assume tais valores.

(b) Encontre os valores maximo e minimo de g e todos os valo-
res reais x em que g assume tais valores.

(5) Considere a equacéo diofantina linear 5x 4+ 3y = 2018.
(a) Escreva a soluc¢io geral em Z

(b) Quantas solugdes existem em N U {0}?

Dica: Sendo a a aresta do tetraedro, sabe-se que R = 4
www.cadernosdematematica.com.br .
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(6) O método abaixo pode ser utilizado para encontrar o nd-
mero de solugdes inteiras ndo negativas da equacgdo x7 + x2 +
-++ 4+ X = m, onde T e m sdo inteiros positivos dados.

Vamos aplicar o método para encontrar o niimero de solugdes
inteiras ndo negativas da equacgdo x1 + X2 + X3 + x4 = 6. Re-
presentamos as solu¢des como quadras de niimeros inteiros néo
negativos (x1,X2,X3,X4), Xi € Z,x; > 0. Uma estratégia que
podemos usar para contar o nimero de solucdes é representar
cada uma delas num diagrama de quadras e ruas, contando todos
os caminhos que vdo do ponto O até o ponto A, sendo permi-
tido apenas dois movimentos: subir ou deslocar para a direita.
Veja na figura abaixo a representacio das solugdes (1,3,2,0) e
(2,1,1,2).

Note que em qualquer solucéo temos que subir 6 quadras e fazer
3 deslocamentos para a direita. Isso corresponde ao nimero de
anagramas da “palavra” SSSSSSDDD. Portanto o niimero de
solucdes é igual a % = 84.

A A

1434240 02+1+1+2

(a) Utilize o método indicado acima para calcular o nimero de
solucdes inteiras ndo negativas da equacdo x1 +x3 + -+ - +
X = m, onde m e T sdo inteiros positivos dados.

(b) Um mercado vende 5 tipos de frutas em caixa com 12 frutas,
de um s6 tipo ou sortidas. Quantos tipos de caixas podem
ser montadas?

(c) Se o mercado do item (b) resolver colocar pelo menos uma
fruta de cada tipo em uma caixa, quantos tipos de caixas po-
dem ser montadas?

(7) Duas esferas de raios r e R, com v < R, sdo tangentes in-
teriores, isto é, possuem apenas um ponto em comum e o centro
da esfera de raio r esta no interior da esfera de raio R.

(a) Prove que o ponto de interse¢io das duas esferas é colinear
aos centros destas esferas.

(b) Sabe-se que o centro da esfera menor é o ponto médio de
uma das arestas de um tetraedro regular inscrito na esfera

maior. Calcule r em func¢io de R. .
.« 98
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(8) Considere a recorréncia definida por a; = 1, a; =5e
paran > 0,
ani2 =5an11 — 6an.

(a) Determine o termo geral da recorréncia.

(b) Quantos multiplos de 7 hd no conjunto {a,, | 1 < n <
2018,n € Z}?
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(1) Resolva as seguintes recorréncias:
(@) ani2 —5ani1+4a,=0,a0=1ea; =3.

(b) any2 —4ans1 +4an=2",a0 =—1,a; =6.

(2

(a) Prove, usando inducio, que 112 4+ 1227+1 ¢ divisivel por
133, para qualquer ntimero natural n.

(b) Prove, usando congruéncias, que 112 4122n+1 ¢ divisivel
por 133, para qualquer nimero natural n.

(3) Dado um numero real x, o piso de x, denotado |x], é o
unico inteiro k tal que k < x <k + 1.

(a) Considere a e b, respectivamente, o0 menor e o maior nu-
mero natural com n algarismos expressados no sistema de-
cimal. Forneca expressdes algébricas para a e b em funcéo
de n.

(b) Mostre que a quantidade de algarismos, no sistema decimal,
do nuimero inteiro positivo N é igual a [log N |+ 1, onde log
é a funcdo logaritmo decimal.

(c) Mostre que se p é um inteiro positivo, entdo 2P — 1 tem
|p - log2| + 1 algarismos no sistema decimal.

(4) Dados dois segmentos de comprimentos s e g, com s >
2q, indique a construgéo com régua e compasso, de segmentos
cujos comprimentos sejam iguais as raizes da equagio do se-
gundo grau x? — sx + q% = 0.

(5) Sejam A e B conjuntos finitos e ndo vazios com, respecti-
vamente, a e b elementos.

(a) Qual a relagio entre a e b para que exista alguma funcio
bijetiva de A em B? Nesta condicdo, quantas funcdes bije-
tivas existem?

(b) Qual a relagdo entre a e b para que exista alguma funcéo
injetiva de A em B? Nesta condic¢do, quantas funcdes inje-
tivas existem?
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(6) Considere a funcédo polinomial f : R — R, dada por
f(x) = (x* +2019x — 1) + (2x + 2019)?

(a) Determine constantes k e h tais que a fun¢io possa ser re-
escrita da maneira f(x) = (x2 + kx + 1) + h.

(b) Usando a expressdo encontrada no item anterior, encontre
o menor valor real «, assumido pela fungéo f.

(c) Encontre a média aritmética de todas as raizes reais da equa-
¢do f(x) = «, com « encontrado no item anterior.

(7) Um recipiente cilindrico de base circular esta parcialmente
cheio de 4gua. Quando “deitado”, isto é, apoiado sobre uma de
suas geratrizes, o nivel da agua atinge um quarto do didmetro d
da base do cilindro, conforme figura. Quando o cilindro é “le-
vantado”, isto é, apoiado sobre uma de suas bases, o nivel da
agua atinge que fracgdo da altura h do cilindro?

Observacao: Considere desprezivel a espessura das paredes e
das bases do recipiente.

(®)

(a) Determine o menor niimero natural ¢ para o qual a equacio
5X+7Y=c
tenha exatamente 4 solucdes em N U {0}.

(b) Determine, explicitamente, as 4 soluges obtidas no item (a).

\
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(1

(a) Prove que, se p é primo e p # 3, entdo p? deixa resto 1 na
divisdo por 3.

(b) Sejam P, q, T e N primos positivos tais que n = p? +qZ +12.
Mostre que um dos primos p, ¢, T é igual a 3.

(2) O Teorema do Angulo Inscrito afirma que se AB e AC
sdo cordas de um circulo de centro O, entdo a medida do 4n-
gulo inscrito ZBAC é igual a metade do angulo central Z/BOC
correspondente. Prove esse teorema no caso em que o angulo
/BAC contém o centro O em seu interior.

(3) Sabendo que w e Vv sdo as raizes reais da equagdo x> +bx +
¢ =0, onde b, c € R, encontre:

(a) Uma equagdo do segundo grau, com coeficientes dados em

funcdo b e c, que tenha como raizes u? e v2.

(b) Uma equagéo do segundo grau, com coeficientes dados em

funcdo de b e ¢, que tenha como raizes w3 ev3.

@)

(a) Determine o nimero de solugdes inteiras nio negativas
daequaciox +y+z+t =98

(b) Determine o numero de solugdes inteiras ndo negativas
da inequagdo x +y +z < 98.
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(5) Vocé tem dinheiro aplicado a taxa de 10% ao més. Supo-
nha que, com esse dinheiro, deseja comprar um bem e vocé tem
duas opg¢des de pagamento:

(i) A vista no valor de R$ 3.500, 00.

(if) Em 2 prestacdes mensais fixas de R$ 2.000, 00, vencendo a
primeira um més ap6s a compra.

Qual das opg¢oes é a mais vantajosa financeiramente?

(6) O copo em forma de tronco de cone circular reto represen-
tado na figura esta apoiado em uma superficie perfeitamente ho-
rizontal e tem as seguintes medidas: raio da base superior igual
a5 cm, raio da base inferior igual a 3 cm e altura igual a 12 cm.
Se esse copo estd preenchido com 4gua até a altura de 9 cm,
pergunta-se: é possivel transferir toda a 4gua contida em um
outro copo de 200 mL, completamente cheio, para o copo que
aparece na figura sem que este transborde?

Informacao: O volume V de um tronco de cone cujos raios das
Th (

bases sdo R e 1 e cuja altura é h é dado por V = R? 4+ Rr +

).

(7) Considere duas progressdes aritméticas, de razdes nio nu-
las:

(a1,a2,...,an,...) (S (b],bz,...,bn,...)

Mostre que existe uma, e somente uma, fungio afim f : R — R,
tal que f(a;) = by, f(az) = ba,...,f(an) =bn,....

®)

(a) Mostre que se a, b e ¢ sdo inteiros tais que a | (b +c¢) e
al|b,entioalc.

(b) Determine os niimeros primos tais que p divide 3P + 382.

\
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(1) Determine um nimero inteiro entre 1200 e 1400 que deixa
resto 2 e 6 quando dividido, respectivamente, por 11 e 13.

(2) Para cada sentenca abaixo, diga se ela é verdadeira ou
falsa, justificando sua resposta.

(a) Existe um numero real x tal que 5x +7 < 2 —x < 7x + 8.

x2 +4x+3

(b) Se x é um nimero real tal que x > 3, entdo X2 _dx13°

0.

(c) Para todo niimero real x, tem-se que x < 1 == x% < 1.

(3) Seja D um ponto no interior de um tridngulo equilatero
ABC de lado { tal que AD =7,BD =8e CD = 5. Considere
um ponto E no exterior do tridngulo ABC, conforme a figura,
tal que o angulo DCE = 60° e CD = CE.

(a) Mostre que os triangulos ACE e BCD séo congruentes.
(b) Determine os comprimentos dos segmentos AE e DE.
(c) Encontre a medida do angulo AED.

(d) Encontre o valor de £.
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(4) Dizemos que dois polindmios p(X) e q(X) sdo tangentes
para X = 1 quando a diferenga p(X) — q(X) é divisivel por
(X —1)?

(a) Mostre que p(X) = aX? + bX +ce q(X) = (2ar +b)X +
(c — ar?) sdo tangentes para X = T.

(b) Sejap(X) = anX™+---+arX?+a;X+apemquen > 2
e aj # 0. Encontre o polindmio de grau 1 que é tangente a
p(X) para X = 0.

(&)

(a) Quais sdo os possiveis restos da divisdo do quadrado de um
numero inteiro por 5?

(b) Uma tripla pitagérica é uma tripla de inteiros positivos a, b
e c tais que a + b? = c?. Use o item (a) para mostrar que
em toda tripla pitagérica sempre ha um multiplo de 5.

(6) Um poliedro é dito inscritivel se existir uma esfera que
passa por todos os seus vértices. Mostre que um prisma reto
cuja base é um poligono regular é um poliedro inscritivel.

2b
(7) Sejaf:(0,+00) — R, f(x) = ax* + 2 onde a e b sdo

numeros reais positivos.

(a) Calcule f <</F>
a

(b) Use a desigualdade das médias para provar que o valor en-
contrado no item anterior é o valor minimo de f.

(8) Um 6nibus possui 32 poltronas distribuidas em 8 fileiras,
ou seja, quatro em cada fileira, duas em cada lado do corredor.
Pergunta-se:

(a) Se forem os primeiros a entrar no 6nibus, de quantas formas
uma crianca e seus dois responsaveis podem ocupar trés pol-
tronas do 6nibus de modo que todos fiquem na mesma fileira
e um dos adultos fique ao lado da crianga, sem que esteja se-
parado pelo corredor?

(b) Se outras 29 pessoas ja entraram no Onibus, ocupando as
poltronas de forma completamente aleatoria, deixando ape-
nas 3 poltronas livres, qual a probabilidade de que seja pos-
sivel os trés se sentarem da forma estabelecida no item an-
terior?

\
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(1) Determine a equacio da reta tangente a parabola y =
x?4x4 1 no ponto P = (1,3) usando o seguinte procedimento:

« Escreva a equagdo da reta passando pelo ponto P = (1, 3)
com inclinacdo m.

« Determine m de modo que a intersecéo entre a parabola
y = x? +x + 1 e areta T tenha um tnico ponto, no caso
o ponto P.

(2) A expansdo de Cantor de um nimero inteiro positivo a é
a soma

a=an!+ a1 MmM—T1)+-+a2l +a;1!

onde a; é um inteiro com 0 < a; < i, parai = 1,2,...,ne

an # 0.
Por exemplo 110 =4 -4 +2-31+1-2140-1L.

(a) Encontre a expanséo de Cantor de 719
(b) Prove, por inducdo em m, que

m—1
Z j-j!' =m!—1,paratodom > 2.
j=1

(3) Uma expressio exponencial a® coma > 0eb € R é
menor que 1 nos seguintes casos:

a<l e b>0 ou a>1 e b<0.

Usando essa informacio, determine o conjunto solugio da ine-
quacao
3_ 2 _
|2X+]|X 6x“+11x—6 < 1‘

em que x € R,x # —%.

(4) Considere um triangulo ABC. Sejam M o ponto médio do
segmento BC e I' a circunferéncia tal que o segmento AB é um
didmetro. Prove que AB = AC se, e somente se, M pertence a
circunferéncia I'.
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(5) No cilindro circular reto da figura, o raio da base mede
3 cm e a altura mede 9 cm. Sabe-se ainda que o segmento AB é
perpendicular as bases e que o comprimento do menor arco AC
é, em centimetros, 27T.

(a) Determine a medida do segmento BC

(b) Determine o angulo ABC.

(6)

(a) Mostre a solugio da recorréncia

Xni2 — 10xn41 +25%, =0
Xo = 3;x1 =45

¢é da forma a, - by, em que a, é uma progressdo aritmética
e by, um progressdo geométrica

(b) Encontre uma recorréncia linear de segunda ordem com co-
eficientes constantes, indicando as condicdes iniciais, cuja
solucéo é a sequéncia

Xn = (a+mnr) - q"
em que a, T e d sao numeros reais.

o)

(a) Mostre que se 7 | a? + b2, onde a e b sio nimeros inteiros,
entio7 |ae7|b.

(a) Resolva a equagio diofantina X% + Y2 = 637.

(8) Seja m um numero natural. Dois nimeros inteiros a e b
sdo ditos congruentes modulo m se os restos da divisdo eucli-
diana de a e b por m séo iguais. Quando os inteiros a e b sdo
congruentes modulo m, escreve-se

a=b (modm)

Suponha que a, b, m € Z, com m > 1. Prove que a = b

(mod m) se, e somente se, m | b — a. |



